Diszkrét matematika Il
definiciok, tételek, allitasok.

(Készitette: Huzynets Erik, 2011.05.28. Miskolci Egyetem)

Def (Boole figgveény)
Egy f:{01}" - {01} fuggvényt Boole fuggvénynek neveziink, Aa={(a,,a,,...,a,)|a,,a,,...,a, J A} .
Minden Boole fliggvény képlettel felirhaté polinofakban.

.Egy f :{02}" - {04} n valtozés Boole fiiggvéngirazt mondjuk, hogy
1. 0-6rz, ha f (00,...0) =0 (2’ db van)
2. 1-6rz, ha f (11,...0) =1 (2’ db van)
3. monoton, hax, < Y,, X, < Y,,.....X, < Y, esetenf (x,....X,) < f(y;,.....Y, )
4. linearis, haf (x, X,,....,X;) =C; + X + C,X, + C X,
5. 6ndudlis, haf (X, %,,.....x,) = f (X, %,,.....X,) minden(x, X,...,x,) {03}

Def (klén)
Egy 0O, részhalmazrél azt mondjuk, hogy kldra:
- Minden A-n értelmezett projektig —ben van, azag™ OC 1<i<n

- C zart a fuggvénykompoziciéra nézve

igy lehet klénokat kapni
Allitas. Pol(é) <0, egy klon.

Allitas. Ha mindeni 001 -re €, egy kl6n az A-n akkoﬂ C, is klon.
idl
Allitas. Ha R az A-n értelmezett relacioknak egglédja, akkorPol(R )is egy klon. Pol(R) = ﬂ Pol(¢£))

&R

Allitas. Py, P,,M,L,D 0O, részhalmazok kiénok.
Allitas. Mindenc klon zart a fiktiv valtozok bevezetésére .

Allitas. Mindenc klén zart a valtozok azonositasara nézve.

Tétel (Klonok elméleténel6tétele(E.Post) )
Ha C egy olyan klon, amelyré IR, ¢ 0O R, ¢OM, €0OD, €OL, akkorC =0y,

Allitas. Hac egy olyan klon, amelyrel,,1,,U, 0 ¢, akkorC =00y -
Allitas. Ha¢ egy olyan klén, amelyrenegacigJ,N O ¢, akkor¢ =00y -
Allitas. Ha¢ egy olyan klén, amelyrenegacidJO ¢, akkorC =0y -

Megjegyzeés. A kétvaltozds nem linearis fliggvenyekik nincs éndudlis.

Def (graf)
Egy ' = (V,E) rendezett part egysiegrafnak nevezzik, ha E-nek barmely eleme a V-ggkkételent
részhalmaza. Itt a V halmazt nevezziik a csucsokdminak és az E halmazt az élek halmazanak.



Allitas. 2| EFd(@)+d(2)+...+d(n) = d(i)

Def (Kor)
A G=(V,E) grafban az (j e, iy, &, i3, &, ... , k &, ik+1)CSatlakozo élsorozatot kdrnek nevezzik,hai...,
ik € V csucsok kulonbodznek ésiFis.

Def (séta)
Egy I' =(V,E) grafban k-hosszusagu sétanak nevezink egy sotozatg,v,,v,,....v,_,,v, OV €s

e,e,.... UE tovabbae ={v,,v, } e ={v,,v,} ése ={v,_,v, }.

Def (Ut)
Egy sétat a grafban Utnak neveziink, ha nem isarék benne a csucsok.

Def (Euler at vagy kor)

Legyen G=(V,E,v) egy graf, amelyben az élek szdma m

Az E-beli éleknek egy.Q), &2 &@).-.., &m) permutaciéjat Euler-féle Gtnak nevezzik, ha l&tezi
csucsoknak egy olyas,iiz ,..., im €V sorozata, amelyre v¢®) )=(im-1,im ) €S i# im

Ha iy = im akkor Euler-féle kokil beszélink.

Def (erd)
Egy ' =(V,E) grafot erdnek nevezink, h& -ban nincs kor. Ha egy efdisszeflig§ akkor fanak nevezzik.

Allitas. HaTl = (V,E ) egy fa é9V |= 2akkor Iéteznek olyan, j 0V cstcsok, amelyekrez j és
d(i)=d(j)=1

Allitas. HaT = (V,E ) egy fa, akkol E |V |- 1
Allitas. HaT = (V,E ) egy erd, amiben m db fa van, akk¢E F|V | -m.

Def (favaz)
Egy I =(V,E) grafban az éleknek & [0 E részhalmazat favaznak nevezzik, ha
(V,F)egyfa.|FFVI|-1

Def (suly fuggveny)
Ha Tl =(V,E) gréf, akkor egys: E - R, flggveényt suly fliggvénynek nevezzik.

Def (bekerilési koltség)
HaTl =(V,E) egy graf,F 0 Eegy favaz €s: E - R, egy koltség fliggveny, akkor F bekerilési koltsegen

G(F) =Y se)>0.

Mohé algoritmus (greedy algorithm)

LegyenTl =(V,E )egy 6sszefudgggraf éss: E - R, kdltségfiggvény.

1. |épés

Kivalasztjuk (E-ben) a legkisebb koltséglek egyikét:e, E és ge) < €) mindeneJ E élre.

2. lépés

Ha mar kivalasztottuk ag ,e,,....e  E éleket, akkor ag, ,, 1E\{e,,e,,....e, Jalasszuk ki ugy, hogy a
V,{e,.e,,...,& ,e.,}) grafban ne legyen kor é&ge,,,) legyen a lehétlegkisebb. Azaz ha egy
fOE\{e,e,,...e} élre(V.{e,.e,,...&,f}) -ben nincs kor akkos(e,,) < s(f)

3. lépés



Ha n=|V| akkor a®,,e,,...,e,, [0 E élek kivalasztasa utan megallunk.

Def (szinezés)
r=(,E) egy graf, egyl:V - {S,S,,.....S,, Juggvényt szinezésnek nevezzik (megengedett €x5nek),
hai, jOV é<{i, jJEeseténA(i) Z A ().

Def (kromatikus szam)
Egy I' =(V,E) graf kromatikus szdmk > , bhal cslcsai kiszinezh&tk megengedett médon k szinnel, de

k-1 szinnel ez mar nem lehet.

Allitas. Egy T = (V,E ) nem Ures graf kromatikus szama pontosan 2, akkdrriem tartalmaz paratlan
hosszusagu kort.

Def (parositas)
Egy ' = (V,E) grafban azt mondjuk, hogy ag,e,,....e, O E élek parositast alkotnak, ha ezek kozil az élek

kozil barmely 2-nek nincs k6zds végpontja, azatha< j <k eseténaﬂej =Ures_halmaz

Def (teljes péarositas)
A T =(V,E) grafban egye,,e,,....e OE parositast tellesnek neveziink,géJe, U...Ug = E.

Def (szomszédsag)
HaTl =(V,UV,,E) egy kétrészes graf &s 0V, eseténN_ (X) ={iOV,|{i, j} O E valamilyen j O X
csucsra }.N, -t nevezzik az x szomszeédsaganak.

Tétel (Koning Hall)
Egy I =(V, UV,,E) kétrészes grafban pontosan akkor |étezik teljessiigs, hdV, F|V, §s tetsdleges

X OV, részhalmazrgX [J| N (X)].

Tétel (Tutte)
Egy tetsdlegesl = (V,E )dsszeflig§ grafban pontosan akkor Iétezik teljes parositas, h

(T\X) O] X | teljestll barmelyX OV részhalmazra.

C paratlan

Def (Hamilton-kor)
A T =(V,E) 6sszefiigg grafban Hamilton kdérnek nevezzik az olyan kort amosszes csucsot tartalmazza.

Tétel (Ore)
Legyenl =(V,E )egy 0sszefugggraf. Had (i) +d(j) 2|V |teljestl minden olyam, j [V ,i # j csucsra
amelyek nincsenek éllel 6sszekotve, akkeban létezik Hamilton kor.

Tétel (Dirac)
Ha egyl =(V,E ) dsszefugg§ grafban d(i) 2%|V | teljestl minden OOV esetén, akkoF -ban létezik

Hamilton kor.

Tétel (Appel-Haken)
HaTl =(V,E) sikba rajzolhat6 akkor 4 szinnel szineahet

Tétel. Ha egyl” = (V,E )osszeflg§ grafot sikba rajzolunk, akkok+c-é= .2

Allitas. HaT = (V, E ) sikba rajzolhat6 akkadl < 2¢é



Allitas. HaT = (V,E ) sikba rajzolhaté akkoé<3c- 6
Allitas. HaT = (V,E ) sikba rajzolhat6 akkor

Tetel. K,, nem sikba rajzolhato.
Tétel. K, nem sikba rajzolhato.

Tétel (Kuratowski)
Egy I' = (V,E) graf pontosan akkor sikba rajzolhato, ha nemltagaolyan részgrafot, amely,, -al vagy
K - el topologikusan izomorf.



